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Kapitola 1

Uvod

1.1 Cile

V odpovidajicich ¢iselné vyjadienych odstavcich textu jsou stanoveny nasledujici

cile:

2.1 Umét definovat lokalni extrémy funkce dvou proménnych. Seznamit se
s nutnymi a postacujicimi podminkami pro existenci lokalnich extrémi. Umét
fesit tlohy s touto problematikou.

2.2 'V tomto odstavci se seznamite s funkcemi jedné a dvou proménnych,
které jsou urc¢ené implicitné rovnici a bodem. Je vhodné znat jednoduché priklady
konkrétnich funkci urc¢enych implicitné. Na zakladé tvrzeni o implicitnich funkcich
byste méli umét rozhodnout, zda je rovnici a bodem urcena funkce implicitné.

2.3 Zvladnout postupy pfi uréovani absolutnich extrémt a jednoduchych
vazanych extrémi, fesSitelnych snizenim poctu nezavisle proménnych v zadané
funkci za jedné zadané podminky.

2.4 Tento odstavec patii k jednodussim. Po seznameni se s definici hladké
kiivky a s konstrukci tecného vektoru ke kfivce vam jiz nebude délat problémy
urcit rovnici teény a normalové roviny k zadané kiivce. Jde vlastné o vyuziti
znamych poznatkti z modulu vénovaného analytické geometrii v Ej.

2.5 Umét odvodit norméalovy vektor te¢né roviny plochy urcéené implicitné
rovnici F(z,y, z) = 0. Pak jiz lehce ur¢ite rovnici normdly a tecné roviny. K tomu
vam opét staci poznatky z modulu analytické geometrie.

2.6 Po prostudovani byste méli umét nalézt hladiny skaldrniho pole, urcit
gradient a smérovou derivaci.
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1.2 Pozadované znalosti

Pro potteby zvladnuti tohoto modulu predpokladdme znalosti studenti v roz-
sahu modulu Matematika I, Moduly BA0O1_M04 , BA01_MO05, BA0O1_MO6,
BAO1_MO9.

1.3 Doba potrebna ke studiu

Cas potiebny ke zvladnuti tohoto modulu je odhadnut pro primérného studenta
jako hodnota nejméné 20 hodin.

1.4 Klicova slova

Lokalni extrémy, implicitni funkce, absolutni extrémy, vazané extrémy,
tecna krivky, normalova rovina kfivky, tena rovina plochy, normala
plochy, skalarni pole, hladina, gradient, smérova derivace.

Na konci modulu zatazen Rejstrik, ve kterém jsou dalsi klicova slova prehledné
uspotfadana i s odkazy na odpovidajici stranky.
1.5 Metodicky navod k praci s textem

Text je usporadan podle stejnych zésad, jako ostatni diive studované moduly
predmétu Matematika.




Kapitola 2

Funkce dvou a vice proménnych

2.1 Lokalni extrémy funkce dvou proménnych

V této kapitole se nauc¢ime hledat lokalni extrémy funkce dvou pro-
ménnych. Pojem lokalniho extrému je opét definovan podobnym zpi-
sobem jako u funkce jedné proménné.

Definice 2.1.1: Rekneme, Ze funkce z = f(x,y) md v bod¢ [xo, yo] € D(f) lo-

kalnt mazximum, kdyz ezistuje prstencové okoli P(xo,yo) takové, Ze pro vSechny
body [z,y] € P(xo,yo) plati podminka f(x,y) < f(xo,yo). Je-li v podmince ostrd
nerovnost f(x,y) < f(xo,y0), hovorime o ostrém lokdlnim maximu funkce f
v bodé [, o)

A

Uloha: Definujte lokalni minimum funkce z = f(x,y) v bodé [zg, 0] € D(f).

Lokalni maxima a lokdlni minima funkce souhrné nazyvame lokalnimi ex-
trémy funkce.

A

Pro hledani lokalnich extrémi funkce dvou proménnych je uzitecné
znat tzv. nutné a postacujici podminky pro existenci lokdlniho extrému
v Eo. Za¢néme priklady jednoduchych funkei.

a) Grafem funkce z = 22+y* = f(z,v), [z, y] € Ea, je rotacni paraboloid s osou
rotace v ose z a vrcholem v pocatku [z, yo] = [0, 0] soufadnicové soustavy,
ve kterém je funkéni hodnota f(0,0) = 0. V libovolném bodé [z, y] € P(0,0)
plati nerovnost f(z,y) = 22+ y* > 0 = f(0,0), proto mé funkce f v bodé
[0,0] ostré lokalni minimum. Déle, v bodé [0, 0] existuji parcialni derivace
fo(z,y) = 22, f,(z,y) = 2y, které jsou rovny nule. Geometricky mizeme




Funkce dvou a vice proménnych

tuto skutecnost interpretovat takto: funkce g(z) = f(x,v0) = f(z,0) = 2?
mé v bodé xy = 0 derivaci ¢'(0) = f.(0,0) = 0 a funkce h(y) = f(zo,y) =
f(0,y) = y* ma v bodé yo = 0 derivaci h'(0) = f,,(0,0) = 0. Grafem funkce
g je prunik grafu funkce y = f(x,y) s rovinou y = 0 (= yo) a grafem funkce
h je prunik grafu funkce y = f(x,y) s rovinou x = 0 (= x¢). Neni problé-
mem se presvédcit, ze obé funkce maji v bodé 0 ostré lokalni minimum.
Doporucujeme ¢tenari promyslet si proto i skutecnost, ze existuji druhé
parcialni derivace funkce f v bodé [0,0] a f;/,(0,0), f;,(0,0) jsou kladné.

Grafem funkce z = /22 + y? = f(x,y), [z,y] € Es, je horni ¢ast rotaéniho
kuzelu s osou rotace v ose z a vrcholem v pocatku [zo, yo] = [0, 0] soufad-
nicové soustavy, ve kterém je funkéni hodnota f(0,0) = 0. V libovolném

bodé [z,y] € P(0,0) plati nerovnost f(z,y) = /22+y?> > 0 = f(0,0),
proto mé funkce f v bodé [0,0] ostré lokdlni minimum. P¥itom parcidlni

derivace fl(z,y) = \/ijy2’ folz,y) = \/xf—+y2 v bodé [0, 0] neexistuji.
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c) Grafem funkce z = |y| = f(x,y), [x,y] € Es, je plocha rovnobézna s osou .
V kazdém bodé [z, 0] lezicim na ose z je funkéni hodnota f(xg,0) = |0] = 0.
V okoli P(zg,0) takového bodu pak je f(z,y) = |y| > 0 = f(x0,0) a funkce
f ma proto v bodé [xg, 0] lokalni minimum, které neni ostré. Parcidlni de-
rivace f.(z,y) = (ly]), = 0 v kazdém bodé defini¢niho oboru funkce f,
proto také v bodé [z, 0]. Parcialni derivace f,(v,y) = (|y|); v bodé [z, 0]
neexistuje.

N
Definice 2.1.2: Bod A = [z9,y0] € D(f) nazveme staciondrnim bodem
Junkce f, jestliZe v ném existuji parcidlni derivace f,, f, a plati f,(zo,y0) = 0,
f;(xmyo) = 0.
JAN
Vyse uvedené priklady podporuji platnost nutné podminky existence lokal-
niho extrému.

Tvrzeni: Necht mé funkce z = f(z,y) v bodé A = [xg,y0] € D(f) lokélni
extrém. Pak je bod [z, yo| staciondrnim bodem funkce f, nebo alespoti jedna

z parcidlnich derivaci f;(A), f,(A) neexistuje.

Zabyvejme se nyni tzv. postacujicimi podminkami, pii jejichz splnéni bude mit
funkce f v bodé A naptiklad lokalni minimum. Pfedpoklddejme, ze ma funkce
f v okoli O(A) spojité parcidlni derivace druhého fadu. Z Taylorova polynomu
dostaneme rovnost

FX) = F(A) + df(As0) + 50 F (A ).

ProtoZe A je stacionarni bod, je df(A4; ) =0 a tedy f(X)— f(A) = %dzf(fl; ).
Pokud d*f(A; @) > 0, pak je f(X) > f(A) v n&jakém okoli O(A) a v bodé A

nastava lokdlni minimum.

Zabyvejme se proto znaménkem polynomu d?f ([1; ) = P(h, k).
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e Pro k # 0 lze psat
2 et h ? " h /A

Pfi oznaceni | = h/k miZzeme misto znaménka polynomu P(h, k) vySetfovat
znaménko polynomu

Q) = fr(A)2 +2f7, (A + f,(A).

Je-li ,
(1, (D)) = 4fL (A (A) <o,

(jde o diskriminant rovnice Q(I) = 0), pak musi byt f” (A) # 0 a soucasné

Du(A) = FLA) 1) — (£2,(D)) >0

Polynom @(!) pak nebude ménit znaménko (mé zaporny diskriminant)

a pritom
llim Q) =
: x ~ 1 ~ 1 co pro  f7(A) >0
_ 2 " " - 1" I zz\ /2

Je vidét, Ze znaménko polynomu Q(I) je uréeno znaménkem f” (A).

e Pro k=0 je P(h,k) = P(h,0) = f7 (A)h? a tedy
P(h,0) >0 pro f,(A) >0,
P(h,0) <0 pro fI (A) <O.

Pripomenme si, ze spojitost parcidlnich derivaci druhého radu v okoli bodu A ma
za nasledek spojitost funkce

2
Do(X) = foo(X) [y, (X) = (f2, (X))
Z poznamky k Bolzanové vété vyplyva existence okoli bodu A, v némz plati
znaménko Dy(X) = znaménko Dy(A), znaménko fo (X) = znaménko f. (A).

Dochézime k tomuto zévéru: Predpokladéame-li, ze Do(A) > 0 a f;,(A) > 0, pak
existuje okoli v némz také Dy(A) > 0 a f;,(A) > 0. Odtud vyplyva, Ze pak také
d®f(A;u) = P(h,k) > 0 pro viechna h,k € R a tedy v bodé A nastava lokélni

minimum.
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Tvrzeni: Bud A = [xg,yo] staciondrnim bodem funkce z = f(z,y) a necht
existuji spojité parcialni derivace druhého fadu funkce f v bodé A. Ozna¢me

2e( X)) fay(X)
D(X): //(X) //(X)

Yy vy

determinant vytvoreny z parcialnich derivaci druhého fadu funkce f. Pak plati:
a) Je-li D(A) > 0, pak ma funkce f v bodé A lokalni extrém, a to
(1) ostré lokalni maximum, je-li f7 (A) <0,
(e0) ostré lokalni minimum, je-li f7 (A) > 0.
b) Je-li D(A) <0, pak nema funkce f v bodé A lokalni extrém.

c) Jelli D(A) = 0, pak funkce f v bodé A lokdlni extrém mit mtize, ale
nemusi.

Piiklad 2.1.1: Vysetiete lokalni extrémy funkce f : z = 2% + 4% + 2z + 6y + 3.

Re$ens: Definiénim oborem funkce f je D(f) = Ey a viude v D(f) existuji
spojité parcidlni derivace prvniho i druhého Fadu funkce f. Plati f.(x,y) = 2x+2,
fy(x,y) = 2y + 6 a pro stacionarni body dostavame systém rovnic

r+1=0, y+3=0.

Vidime, Ze existuje pouze jeden stacionarni bod S = [—1, —3] € D(f), ve kterém
muze nastat lokalni extrém funkce f. Druhé parcialni derivace

f;,x(‘rvy) - 27 f:;/y('r7y) = 07 f{,'y(I,y) =2

jsou konstantni funkce a maji tedy stejné hodnoty i v bodé€ S. Determinant

2 0

D) =1g 4

=4>0,

proto méa funkce f v bodé S lokalni extrém, a to ostré lokalni minimum s ohledem
na skutecnost, ze f (S) =2 > 0. Zbyva stanovit funkéni hodnotu
f(S) = f(—=1,-3) = =7 v bodé S ostrého lokalniho minima funkce f.

NIEYEY
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Piiklad 2.1.2: Vysetfete lokdlni extrémy funkce f(z,y) = (z — 2y)e*V.

AV

Re$end: Definicnim oborem funkce f je D(f) = E, a piitom existuji v D(f)
spojité parcialni derivace prvniho i druhého fadu funkce f. Zejména

fi(z,y) = e (ay — 2y* + 1), fol@,y) = e™(2? — 2xy — 2).

Stacionarni body jsou dany podminkami f;(v,y) = f,(v,y) = 0, tj. spoleénym
feSenim systému nelinearnich rovnic

xy—2°+1=0, 2*>—22y—2=0.

Vsimnéme si, ze v prvni rovnici musi byt y # 0, abychom nedosli ke sporu 1 = 0.
Proto lze vyjarit

29% — 1
xr =
)
a substituci z do druhé rovnice ziskdvame rovnici
29% —1)2 29% — 1
(2y : )’ 5% y_2—0,
Y )
ktera vede po tpravach na r02vnici y? = i = (%)2 se dvéma TeSenimi y; = %
a Yy = —%. Z podminky z = 2yy71 obdrzime x; = —1, x5 = 1 a existuji proto dva

stacionarni body

Si=[-1,1/2], Sy=][1,—1/2].

Vypocitdme nyni druhé parcidlni derivace a jejich funkéni hodnoty ve stacionar-
nich bodech:

(T, y) = ylay — 2% + 2)e™y = 56*1/2 _ _%6—1/2’
" (x,y) = 2y — 2xy® + 2 — 4y)e™V | = —3e 12| = 3671/2’
ay\U Y Y Y ]

_ 2 . o _1/2 B s
(T y) = x(x? — 22y — 4)e™ — 9¢ Y/ — _9e-1/2.

S1=[-1,1/2] | Sa=[1,—1/2]
Oba determinanty

1,-1/2 _3e-1/2

_1,-1/2 g-1/2
2—36_1/2 2e~1/2

—8¢7!, D(Sh) = 362—1/2 _9p-1/2 —8¢7!

D(S;) =

maji zaporné znaménko, proto funkce f nema v D(f) lokalni extrémy.

\% Cviceni 2.1.1: VysSetfete lokdlni extrémy funkci:
1. z=22%+ xy® + 522 + o2,

2. z=e"Y(a? — 2y?),
3. z=x—-2y+In/2*+y?+ 3 arctg £.
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2.2 Implicitni funkce

Pro kladnou konstantu 7 jsou f : y = V12 — a2 a f:224+y?—r?2 =0, y > 0, dvé
rizna vyjadreni téze funkce jedné proménné definované na uzavieném intervalu
(—r, 7). Grafem funkce f je horni polovina kruznice poloméru r se stfedem v bodé
0 =10,0].

Nyni se budeme zabyvat podminkami, za kterych je rovnici F'(z,y) = 0 v okoli
néjakého bodu M = [z, yo] definovana funkce jedné proménné y = f(z), kdy
a kde existuje, a co jsme schopni o ni Fici. Podobné se budeme ptat, za ja-
kych podminek je rovnici F(x,y,z) = 0 definovand funkce dvou proménnych

2 =2z(z,y).
2.2.1 Implicitni funkce jedné proménné

Pojem implicitni funkce jedné proménné

Definice 2.2.1: Rekneme, Ze v okoli O(A) C Ey bodu A = [xg, 0] je rovnici

F(z,y) = 0 uréena implicitné funkce [ :y = f(x), jestlize
1. F je definovand v okoli O(A) a F(A) =0,

2. f je definovand v néjakém okoli U(xo) a pritom f(xo) = yo, F(z, f(z)) =0
pro x € U(xy),

3. f zobrazuje U(xg) do V(yo), pricemz U(xg) X V(yo) C O(A).

Vit (EN OU)  Ulao) x Vi) < O(4)
Bod A = [z0, yo]

~ T je vyznacen teckou.
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Podminky existence implicitni funkce jedné proménné

Tvrzeni: Predpokladejme, Ze jsou splnény predpoklady Definice 2.2.1 a rovnici
F(z,y) = 0 je v okoli O(A) urcena implicitné funkce f : y = f(x). Md-li funkce
F v okoli O(A) spojité parcidlni derivace F,, F, a F,(A) # 0, pak

1) funkce f je urcena jednoznacné,
2) funkce f je spojitda na U(zo) a pro x € U(xg) plati

Fy(x, f(x))

F@) = =5 )

Diikaz tohoto tvrzeni prekracuje ramec textu. Proto budeme situaci ilustrovat
prikladem a obecnou technikou vypoctu derivace funkce f.

Piiklad 2.2.1: V bodé A = [0, yo] najdéte rovnice teény a normdly ke grafu
funkce f : y = y(x) definované rovnici y* — zy — 8 = 0. VySetfete konvexnost ¢i
konkavnost funkce f v bodé xy = 0.

Resent: (Graf funkce f miizeme nakreslit specialnimi prostiedky, zde prostied-
nictvim programu MAPLE. Tuto moznost vzdy neméame, proto slouzi graf jen ke
zlepSeni geometrické predstavy.) Je dédna funkce F(z,y) = 4*> — 2y — 8 = 0 a bod
A = [z9,y0] = [0, y0]- Nejprve vySettime, zda funkce f proménné x pozadovanych
vlastnosti existuje. Ovéfime platnost predpokladt F(A) = F(0,y0) = yg —8 = 0.
Plati yo = 8 = 2% a tedy A = [zo,5] = [0,2]. Existuji spojité parcidlni
derivace Fj(z,y) = —y, F,(z,y) = 3y* — x funkce F' v n&jakém okoli O(A)
a Iy(A) = F,;(0,2) = 12 # 0. Funkce f : y = y(v) pozadovanych vlastnosti
proto existuje a spliiuje podminku y(0) = 2. Funkce f ma v bodé xq = 0 derivaci
a podle vzorce je to ¢islo f(0) = —F;(0,2)/F,(0,2) = 2/12 = 1/6. Toto ¢islo
muzeme najit i nésledujicim postupem. Pro funkci f : y = y(z) plati rovnice
F(z,y(z)) =0, tj.

(y(2))* — 2y(x) — 8= 0.
Derivujeme-li tuto rovnici podle proménné x jako slozenou funkci, ziskdme pod-
minku
3y*(2)y (z) — y(z) — ay/(x) = 0. (2.1)
Pro z = 0 a y(0) = 2 pak plati 3-22-¢/(0) —2 =0 a f'(0) = ¥/(0) = 1/6. Jak
vime, rovnice tecny prochézejici bodem A = [xg, yo] ma pro f'(zq) # 0 tvar

y —yo = f'(20)(x — x0),

rovnice normaly ma tvar
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with(plots): implicitplot(y"3-x*y-8=0, x=-30..30,y=-5..5);

aatan.
' LY
! A
I 1
\ M
\ /
N\ /s
~ 4
—— . - - -
30 20 10 0 20— 30
- _'—x’_
2] (
L
\
\'.
\
4l N

Graf funkce / definované implicitni rovnici y* —xy—8=0

Obrazek 2.1: Graf funkce f definované implicitné rovnici y* — zy — 8 = 0.

Dosazenim do rovnic ziskdme vysledek tlohy: V bodé A = [0, 2] je rovnice tecny
Y= %x + 2, rovnice normély je y = 2 — 6z. Derivujeme-li opét rovnici (2.1) podle
proménné z, ziskdme pro y”(z) rovnici

Gy(x)y*() + 3y*(2)y"(x) — 2/ (2) — 2y (2) = 0.

Pro = 0, y(0) = 2, y/(0) = 1/6 pak plati 6 -2 5= +3-22-4"(0) — 22 =0
a y”(0) =1/36 > 0. Funkce f je proto v bodé zy = 0 konvexni.

Cvideni 2.2.1:

1. Urcete f'(0), f”(0) pro funkci y = f(x) uréenou implicitné rovnici
ysinx + 2% + y> = 1, vyhovuje-li funkce f podmince f(0) = 1.

2. Urcete vztahy pro vypocet y” funkci uréenych rovnicemi

a) z+azy+y*—3=0,
b) x+y=ev

3. V bodé A = [z, 1] (g > 0) urcete tecnu a normélu ke grafu funkce f dané
implicitné rovnici 2%y — 293 — 2 = 0.
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2.2.2 Implicitni funkce dvou proménnych

Pojmy a podminky existence implicitni funkce dvou proménnych jsou velmi po-
dobné pojmu a podminkam existence implicitni funkce jedné proménné. Grafické
znazornéni je jiz problémové.

Pojem implicitni funkce dvou proménnych

Definice 2.2.2: Rekneme, Ze v okoli O(A) C Ez bodu A = [z, Yo, 20] je rovnici

F(z,y,2) =0 uréena implicitné funkce f : z = f(x,y), jestlize
1. F je definovand v okoli O(A) a F(A) =0,

2. f je definovand v néjakém okoli U(xg,yo) a pritom f(zo,y) = 2o,
F(%?J;f(%@)) =0 pro [xvy] S U(x(hyO);

3. f zobrazuje U(xg,yo) do V(zo), pricemz U(xo,yo) X V(20) C O(A).

Podminky existence implicitni funkce dvou proménnych

Tvrzeni: Predpokladejme, Ze jsou splnény predpoklady Definice 2.2.2 a rovnici
F(z,y,2z) = 0 je v okoli O(A) uréena implicitné funkce f : z = f(x,y). Md-li
funkce F' v okoli O(A) spojité parcidlni derivace F,, F,, F. a F/(A) # 0, pak

1) funkce f je urcena jednoznacne,

2) funkce [ je spojita na U(xo,yo) a pro [x,y] € U(xg,yo) existuji parcidlni
derivace

Fy(z,y, f(z,y))

Fl(a,y, f(z,y))

Fl(x,y, f(x,y))
Fl(z,y, f(z,y))’

f;<x7y):_ f;(l‘,y)z—

~—

Vv KomentaF 2.2.1: Vzorce pro vypocet parcidlnich derivaci funkce
f:z=2z(z,y) lze odvodit zplisobem, ktery nadm c¢asto slouzi k vypoctu parci-
alnich derivaci funkce dané implicitné rovnici F(x,y,z) = 0. Je dobré zptsob
vypoctu ovladat, protoze umoznuje vypocet parcialnich derivaci vyssich radi bez
pouziti stale komplikovanéjsich vzorct. Pro implicitné definovanou funkci dvou
proménnych plati v jistém okoli O(xg, y9) bodu [zg, yo] podminka

F(z,y,z(z,y)) =0.

Postupnym parcidlnim derivovanim této rovnice podle proménné x obdrzime

F:::(l'?:%Z) ’ (Q?); + Fé(l’,y, Z) ’ (y);: + le(l’,y, Z) ’ (Z(xay))lx =0,
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Fy(@,y, 2(2.y))
F:l/: T,y,z +FZI xz,Y,z 'Z:/E xr,y IO:}Z; x,y) = — x\*" I 3 ’
(2,y,2) + Fo(2,9,2) - z,(2,9) @) =~y s y)

Fy(z,y,2) (2), + Fy(z,y,2) - (), + Fl(2,9,2) - (2(2,9)), = 0,
Fy(x,y, 2(x,9))
Fl(x,y, 2(z,y))
a stac¢i dosadit do ziskanych vztaht Cisla zg,yo a z(zo,¥0) = 20, tj. soufadnice
bodu M.
Prvni z rovnic ndm dava moznost vypocéitat parcialni derivace 2, 2 (pokud

Tz “TY
" "

existuji), druhd pak umozituje vypocet z,,, 2z, (pokud existuji). Budeme napii-

klad predpokladat, ze funkce F' méa spojité parcialni derivace druhého radu a
naznac¢ime vypocet z;, . Parcialné derivujme rovnici

Fy(x,y,2) + Fl(2,y,2) - z(x,y) = 0= 2, (2,y) =

Fo(z,y,2(z,y)) + Fi@,y, (2, y)) (2, y) = 0
podle proménné y. Pak F!  F! derivujeme jako slozené funkce:

(Fp + Flzp)y = (Fo)y + (FD)y2, + Flzg, =

2%xy T
= (B (@), + - )y + FiL - (2)) + (FL - (o) + FL - (), + FLL - (2),) 24+
VFL2l, = Fl o+ Flz + (Fly + Flll) 2+ Fll, =0,

2~y xz”y zz%y z%zy

S vyuzitim vzorcti pro parcialni derivace 2/, z; prvnich fadd muzeme z posledni
podminky vyjadiit hledanou parcidlni derivaci z,.

Priklad 2.2.2: Ovéite, Ze rovnici 22 + 3?4+ 2?2 — 6 = 0 a bodem M = [1,1,2] je
v okoli bodu A = [1, 1] definovana implicitné funkce f : z = z(z,y). Vypocitejte
parcidlni derivace 2, z,, 2y, v bodé A.

Reseni: Rovnici prepiSeme do tvaru F(z,y,2) = 2> + 4> + 22 — 6 = 0.
Plati pak F(M) = F(zo,v0,20) = F(1,1,2) = 0. Existuji spojité parcialni
derivace F,(z,y,2) = 2z, F,(z,y,2) = 2y, F.(x,y,2) = 2z v okoli kaz-
dého bodu [z,y, z] € E3, proto existuji také v okoli bodu M. Parcidlni derivace
F/(M) = 4 # 0. Rovnice F(z,y,z) = 0 definuje proto v jistém okoli bodu
A = [zo,9] = [1,1] funkci f : z = z(z,y) a plati z(zo,yo) = 20, tj. 2(1,1) = 2.
Pro funkci f je splnéna podminka

F(z,y,2(z,y)) = 2>+ y* + (2(z,9))" =6 =0

a parcidlnim derivovanim této rovnice (na levé strané je slozend funkce) ziskame
rovnice pro parcialni derivace prvniho radu:

0
oy ¢ 2rt2a(@y)z(ey) =0 oo 2y 4 2:(ny)z(ey) = 0. (2.2)

NEL
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Postupné ziskdvame z obou rovnic vyjadieni

1 1
! = — = / 1 1 = — = —_——

1 1
/ —_ = J(1.1) = — S
W) =y T A T T T

Vsimnéme si, ze existuji spojité parcidlni derivace druhého fadu funkce F
a muzeme proto v tomto postupu pokracovat. Dalsi parcidlni derivaci prvni rov-
nice v (2.2) podle proménné z ziskdme rovnici pro hledanou parcidlni derivaci
"
S

xTr °

a odtud

PR el CAC0) SSRGS ol CA (5 )) -
Za:x(xvy) - 2<$’y> = acx(Ll) 2(171) 8

Poznamka: V mnoha tlohéch je pfimo v zadani uvedeno, Ze rovnice tvaru
F(z,y,2z) = 0 definuje implicitné funkci f : z = z(z,y) a podminky existence
neni proto potfebné ovétovat. Uvazujeme-li obecny bod M = [z, y, z|, provadime
v8echny vypocty za podminky F'(M) = 0.

Cvideni 2.2.2:

1. Vypoctéte parcidlni derivace 1. fadu funkce z = f(z,y) v bodé A, je-li
funkce f dana implicitné rovnici e* + 2%y + 2 +5=0, A = [1,—6,0].

2. Urcete parcialni derivace 1. fadu funkce z = f(z, y) ur€ené rovnici 7 =In 2
3. Urcete parcialni derivaci z;, funkce z = f(x,y) uréené rovnici
3+ + 2% -32=0.

2.3 Absolutni extrémy funkce

V této casti textu se naucime hledat absolutni extrémy a seznamime
se s pojmem wvdzané extrémy funkci dvou a t¥i proménnych.

Definice 2.3.1: Absolutnim mazxzimem (minimem) funkce f : z = f(x,y)

na mnoziné M C D(f) nazgvame nejvétsi (nejmensi) funkéni hodnotu funkce f

(pokud existuje) na mnoziné M.

A
Pfipomerime si, ze pokud M C D(f) je kompaktni mnozina v E,, pak podle

Weierstrassovy véty nabyva spojita funkce f na M své nejvétsi a nejmensi
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hodnoty. Je jasné, ze v tomto pripadé mohou absolutni extrémy nastat

a) bud ve vnitinich bodech mnoZiny M, které jsou staciondrnimi body
funkce f,

b) nebo na hranici M mnoziny M.

Extrémy funkce f jsou na hranici OM véazany podminkami tvaru F(z,y) = 0
a budeme hovofit o vazanych extrémech funkce f. Ulohu lze zobecnit pro vice
proménnych.

Uvedme si nékteré priklady.

Pfiklad 2.3.1: Prvnim ptikladem je funkce f : z = 2* + y2. I kdyz D(f) = Eo, @
coz neni kompaktni mnozina, presto je jasné, ze funkce f ma v bodé O = [0, 0] ab-
solutni minimum, nebot pro v8echny body X = [z, y] € P(O) plati f(X) > f(0).

Vv Komentar 2.3.1: Podminku F(z,y) = 0 lze ¢asto do naSich vypo-
¢t zahrnout pomoci parametrizace © = z(t),y = y(t) (t € (a,p)) tak, ze
F(z(t),y(t)) = 0 je splnéna identicky a funkce dvou proménnych z = f(x,y)
se pro body spliujici podminku F(z,y) = 0 zméni ve funkci jedné proménné
z(t) = f(x(t),y(t)), t € {a, B), pro kterou umime tlohu extrému funkce Fesit.

Priklad 2.3.2: Najdéte absolutni extrémy funkce z = f(z,y) = z+y na .t
uzavieném oboru M = {[z,y] € Eg; x > 0,y > 0,2? + ¢y* < 4}.

P1i hledani absolutnich extrému funkce dvou proménnych si mtzeme
vypocet zjednodusit. Staci si uvédomit, ze postacuje porovnani funkc-
nich hodnot
a) ve stacionarnich bodech lezicich uvniti kompaktni mnoziny M,
b) ve staciondrnich bodech na jeji hranici OM,

c) ve spole¢nych bodech jednotlivych ¢asti hranice (v nichZ se méni
jejich rovnice).

Resent: Stacionarni body funkce f v M neexistuji, protoze
folw,y) = fy(z,y) =1#0.

Budeme proto vysetifovat funkci f na hranici M, kterd se sklada ze tii rtiznych
Casti.
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Prvni ¢asti hranice je tsecka (0, 2) na ose z, kterou mizeme vyjadfit podmin-
kou y = 0, 0 < x < 2. Na tsecce plati z(z,0) = z(x) = z, z € (0,2). Funkce
z = z(x,0) nemd lokalni extrémy v intervalu (0,2), protoze 2'(x) =1 # 0.

Dalsi ¢asti hranice je usecka (0,2) na ose y, kterou muZeme opét vyjadiit
podminkou z = 0, 0 < y < 2. Na tsecce plati 2(0,y) = 2(y) = y, y € (0,2).
Funkce z = 2(0, y) nema lokalni extrémy v intervalu (0, 2), protoze 2'(y) = 1 # 0.

Posledni ¢4sti hranice je ¢ast kruznice 22 +y*> —4 =0, z > 0,y > 0, a pa-
rametrizaci * = z(t) = 2 - cost, y = y(t) = 2 -sint, t € (0,7/2), ziskdme funkci
2(t) = z(t)+y(t) = 2-(cost+sint), t € (0,7/2), jedné realné proménné ¢. Stacio-
narni body funkce z(t) najdeme jako feseni rovnice z/(t) = 2+ (—sint +cost) =0
pro t € (0,7/2). Podminka je splnéna pro sint = cost, tj. tgt = 1 a feSenim je
hodnota t = t, = w/4 € (0,7/2), které odpovida stacionarni bod S = [v/2, /2]
lezici na kruznici.

Zbyva porovnat funkéni hodnoty ve staciondrnim bodé S = [v/2,v/2] a v kon-
covych bodech [0,0],[2,0], [0,2] jednotlivych ¢asti hranice. Mezi funkénimi hod-
notami f(S) = 2v/2, £(0,0) = 0, f(2,0) = 2, £(0,2) = 2 hleddme hodnoty abso-
lutniho minima a absolutniho maxima funkce f.

Absolutn{ minimum funkce f nastdvd v bodé [0,0] € D a f(0,0) = 0. Abso-
lutni maxima funkee f nastanou v bodech [2,0],[0,2] € D a f(2,0) = f(0,2) = 2.

Vv Komentar 2.3.2: Pii splnéni podminek pro existenci funkce dané impli-
citné lze z podminky F(z,y,z) = 0 vyjadfit nékterou z proménnych jako funkci
proménnych zbyvajicich, napiiklad z = z(z,y). Uloha nalezeni extrémit funkce
u = f(x,y, z) se pak zméni v tlohu hledani extrému funkce u = f(z,y, z(z,y)) =
u(r,y) dvou proménnych, kde [z,y] € M, resp. [z,y] € M uzévéru oblasti
M C E,.

Piiklad 2.3.3: Vodni nadrz tvaru kvadru ma objem 32m?. Najdéte rozméry
nadrze takové, aby mél natér stén nadrze nejmensi spotfebu barvy.

Resend: Oznacime-li siiku, délku a vysku kvadru jako x, v, z, pak potiebujeme
nat¥it povrch ¢tyt stén a dna nadrze u = P(x,y, z) = zy+2xz+2yz pii podmince
xyz = 32. Hleddme extrémy funkce P vazané podminkami F'(z,y, z) = zyz—32 =
0,z >0,y >0, 2z > 0. Z podminky F(z,y,z) = 0 lze vyjadfit napiiklad
z = 32/(zy) = z(z,y) a Gloha se méni v problém nalezeni lokalniho minima
funkce u = u(z,y) = P(z,y, 2(z,y)) = vy +2(z +y)z(z,y) = 2y +64(1/y+1/x)
pro x > 0,y > 0, tj. v prvnim kvadrantu roviny.

Stacionérni body funkce z(w,y) jsou fesenimi rovnic 2, (7,y) = z,(v,y) = 0,

kde

x?y — 64 zy? — 64
Zlwy) =y —64/a" = —5—, z(z,y) =z - 64/y" = R
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Resenim soustavy rovnic z2y = xy? = 64 je pfi podminkach = > 0,y > 0 jediny
stacionarni bod S = [4,4] a pomoci parcidlnich derivaci druhého fadu

ZC/B/.I('T’y) = 128/'1:3’ Zgy@?,y) - 17 Zgy(l',y) = 128/y3

nalezneme
2 (S)=2, 2 (S)=1, =z (S)=2.

Pomoci determinantu

a dle znaménka 2/ (S) = 2 > 0 nyni umime rozhodnout, ze v bodé S = [4, 4]
nastava pozadované ostré lokalni minimum funkce z(z,y).

Regenim nasf tilohy jsou rozméry z = 4m, y =4dma z = 2(4,4) = 32/(4-4) =
2m vodni nadrze.

Cviceni 2.3.1: Najdéte absolutni extrémy funkci

1. z=a2+y?>—ay+x+y—1vuzavieném trojihelniku, ktery je ohraniceny
soufadnicovymi osami a pfimkou o rovnici x +y — 2 = 0.

2. 2z =1x? — xy + y? na oblasti ur¢ené nerovnici |z| + |y| < 1.

3. z =223 +42® +y*— 22y v uzaviené oblasti ohranic¢ené k¥ivkami o rovnicich
2
y=a°,y=4.

2.4 Tecna a normalova rovina prostorové krivky

Z analytické geometrie vime, ze dvéma rtiznymi body je urcena primka. Mame-li
napiiklad body A = [3,1,2], B = [1, 0, 3|, pak pro pfimku p uréenou témito body
dostédvame parametrické rovnice p : © =3 —-2t,y =1—-t, 2 =2+1, t € R.
Vidime, Ze kazdé realné hodnoté parametru ¢ odpovida pravé jeden bod primky
p a ze soufadnice x,y, z jsou funkcemi parametru ¢. Kdybychom chtéli popsat
usecku urcenou body A, B, pak by stacilo omezit hodnoty parametru v rovnicich
pfimky p na interval (0,1). Mazeme tedy Fici, Ze tsecka s koncovymi body A, B
je obrazem intervalu (0, 1) pfi zobrazeni I'(t) = (3 — 2¢,1 —¢,2+t), t € (0,1).
Primka a tusecka jsou jednoduchymi priklady tzv. kiivek. Jde vlastné o mnoziny
bodt v Eg, které jsou uréeny funkcemi x = z(t),y = y(t),z = 2(t), t € I C R, kde
I je interval. P¥itom pfi vyjadfeni soufadnic x = x(t),y = y(t), z = 2(f) musime
jiz pripustit obecnéjsi funkce (napiiklad polynomidlni, exponencilni, goniomet-
rické apod.). Aby mnoziny takto popsanych bodi v E3 byly opravdu kiivkami
(jak je intuitivné chédpeme), pak je nezbytné na zobrazeni I' klast nékteré dalsi
pozadavky a nesta¢i napiiklad pozadovat pouze spojitost slozek x(t),y(t), z(t).
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Teéna a normalova rovina kitvky

Obrazek 2.2: Tecna a normélova rovina prostorové kiivky.

Je totiz znamo, ze v takovém pripadé pak mohou body vyplnit naptiklad celou
kouli.

Nyni si jiz pripomeneme definici kiivky, s niz jste se seznamili v integralnim
poctu.

2.4.1 Prostorova kfivka

Definice 2.4.1:  MnoZinu v C E3 nazveme krivkou v prostoru, jestlize existuje
spojité zobrazeni I' intervalu I C R na mnoZinu v takové, Ze plati:

1) Zobrazeni T' je prosté na I s vgjimkou konecné mnoha bodi.

2) Zobrazeni T je po cdstech tridy C* na I, tj. T' je spojitd s vijimkou konecné
mnoha bodi, v nichZ existuji jednostranné derivace, které mohou byt ruzné.

3) IV md az na konecné mnoho bodi nenulovou hodnotu v kazdém bodé in-
tervalu I (je-li interval I uzavieny, wvaZujeme v koncovych bodech jedno-
stranné€ derivace).

Zobrazeni ' pak nazjvame parametrizact krivky . Je-li parametrizace I' kiivky
v prosté zobrazeni a je-li tridy C' na celém intervalu I a md p¥itom nenulovou
derwaci v kaZdém bodé intervalu I, pak nazyvame v obloukem a zobrazeni I'
jeho parametrizact.
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Casto budeme zapisovat kiivku (oblouk) v ve tvaru
vix=x(t),y =yt),z = 2(t),t € (o, 3),
nebo ve vektorovém tvaru

v F=7(t) = a(t)i +y(t)] + 2()k = (), y(t), 2(t)), t € (o, B).

Poznamka: Kiivku zadanou vektorovou funkci skaldrniho argumentu O
7(t) = xz(t)t + y(t)j + 2(t)k mizeme interpretovat jako mnozinu koncovych bodi
polohovych vektort (tzv. hodograf) pfitazenych mnoziné parametri t € I.

IL={x=2%cos(t), y=2%sm(t), z=t, 0 <=t <= 2¥P1}

Obrézek 2.3: L=~:x=2-cost,y=2-sint,z =1t,t € (0,27).

Piiklad 2.4.1: Ovéite, ze v : © = r-cost,y = r-sint,z = t,t € (0,27), r € R, @
je obloukem.

Reseni: Zobrazeni T'(t) = (rcost,rsint,t) je evidentné prosté a t¥idy C* na
intervalu (0, 27). Déle plati: 2/(t) = —rsint,y/(t) = rcost, 2/(t) = 1 a navic
() +y' () + 2 () =0 (sin®t +cos®t) +1=r"+1#£0

pro kazdé t € (0, 2m). Graf kiivky v nazyvame sroubovici (Obr. 2.3). Kfivka v lezi
na valcové plose o rovnici 2% + y* = r? s povrchovymi pifimkami rovnob&znymi
s osou 2.
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Poznamka: Pii feSeni uloh, vlastnosti 1),2),3) definice nebudeme samo- @

statné oveérovat. Pro Teseni konkrétnich prikladt je dulezité si uvédomit vztah
mezi bodem oblouku a parametrem. Bodu M = [z, yn, 2] € v odpovida
pravé jedna hodnota t =ty € (o, 3) a 7(tar) = (x(tar), y(tar), 2(tar)) je polo-
hovym vektorem bodu M. Vime, Ze polohovy vektor bodu ma stejné souradnice
jako jeho koncovy bod. Proto mtizeme pocitat souradnice bodu M pomoci hod-
noty parametru t,; nebo naopak hodnotu t,; parametru ze souradnic bodu M
jako spole¢né feseni t¥1 rovnic z(tyr) = xar, y(tar) = yar, 2(ty) = 2y (rozepsany
vztah).

Priklad 2.4.2: Je dan oblouk
yix=ty=t"+1,2=13+2t —1,t € (0,4).

Vyfteste nasledujici tlohy:

a) Najdéte bod M € ~, ktery odpovida parametru t = ¢, = 1.

b) Zjistéte, zda muze lezet bod K = [k, yk, 2x] = [4, 2, 2k na kiivce 7.

c) Bod S = [4,ys, z5] je bodem kiivky . Urdete parametr tg a soutadnice
bodu S.

Resent:
a) Polohovy vektor bodu M = [z, yar, 20 je

Fltar) = (@(tar), y(ta), 2(tar)) = (B3 85y + 185, + 20 — 1) = (1,2,2) =

= (fM,yM, ZM) =7y.

Nasli jsme soufadnice M = [1,2,2] bodu M.
b) Polohovy vektor bodu K = [zk, Yk, 2| = [4,2, zK] je

F(tK) - ('I(tK)Jy(tK)az(tK)) = (ti(at%( + 17t§( + 2tK - 1) = (47272K) = FK

a soucasné musi byt splnéno t% = 4,12 + 1 = 2. To oviem neni mozné a proto
nemiize lezet bod K na kfivce ~.
c¢) Polohovy vektor bodu S = [xg, ys, zs] = [4,ys, 25| je

F<t5') = (t?ﬁht% + 17t?§ + ZtS - 1) - (47 yS7ZS) = FS

a dostdvame podminku ¢4 = 4. Jsou mozné dvé hodnoty, které podminku spl-
fuji. Cislo t¢ = —2 neni obsaZeno v defini¢nim intervalu kiivky + a proto
tiloze nevyhovuje. Cislo tg = 2 je v definiénim intervalu kiivky a proto exis-
tuje bod S € 7, pro ktery najdeme dosazenim parametru tg = 2 soufadnice
S = [$57y5725] = [4,5, 11]

Kiivka 7 lezi (Obr. 2.4) v roviné y = x + 1, protoZze z = t* a souasné
y=t>+1=ux+1.
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L={x=t'2, y=t'2+1, z=t"3+2%t.1, 0 <=t <=4}

704

Obrazek 2.4: L=vy:z=ty=t>+1,2=1t3+2t — 1,t € (0,4).

2.4.2 Geometricky vyznam derivace tecného vektoru

Nekteré operace s vektorovymi funkcemi skalarniho argumentu zavedeme po sloz-
kach. Napriklad podobné jako u limity posloupnosti bodu definujeme limitu vek-
torové funkce
lim 7(¢) = lim (x(t)?—i— y(t)] + z(t)E) = lim #(¢)7 + lim y(¢)] + lim 2(¢)k,
t—tg t—to t—to t—to t—to

’

pokud existuji limity lim; ., z(¢), lim;_¢, y(t), lim,_4, 2(t) v bodé ¢y € («, B). Za-
pis v souradnicich pak bude vypadat takto:

li 7(0) = Jma(o(0). (), (0) = (Jm 0). o0, J =00
tj. vypocet limity vektoru provadime vypoctem limit jednotlivych souradnic vek-
toru 7(t).
Uvazujme oblouk
v T =) = 2 +y(t)] + 2k = (2(t),y(t), 2(1)), t € (a, B).

Podle definice oblouku existuji spojité derivace z'(t),y'(t),2'(t) v kazdém
t € (o, §) a naptiklad

, . ox(t+At) —x(t
(0= o, "G
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Miuzeme proto uvazovat vektor

B AFt) . P+ At — (1)
i _ . _
r(t) = Jim =2~ = lim A =

— lim = (2t + AL) — 2(8), gt + AL) — (1), 2(t + AL) — 2(t)) =

At—0 At
_ (hm x(t + At) —:c(t)’ o Yt AY) —y(t)’ o 2+ A _Z(t)) _
Al=0 At At—0 At At—0 At

= (2'(t),y' (1), (1),

kde jsme oznadili diferenci (rozdil) polohovych vektori r(t+ At) —7(t) jako Ar(t).
Vzhledem k podmince 2/(t)? + v/(t)? + 2/(t)* # 0 v definici oblouku je 7/(t) # 0.

A

Vektor 7'(t) je definovdn vztahem
oo AF) Tt AY) - (t) , ,
0= tm T =i = OO S0)

Geometricky chapeme vektor 7'(t) jako tecny vektor k oblouku v v bodé M € ~
s parametrem t = Ty;.

A

Vv Komentéar 2.4.1:

Pro At — 0je Ar(t) = r(t+At)—7(t) — 0, tj. jeho délka se konverguje k nule.
Z obrazku je vsak vidét, ze se jeho smér postupné méni do sméru smérového
vektoru teény k oblouku ~y. Vektory Ar(t) a A7(t)/At jsou kolinearni a lisi se
jen svoji délkou. Zatimco pro At — 0 plati A7(t) — 0, je AT(t)/At — 7/(t) # 3
a vektor 7(t),) muzeme geometricky chapat jako teény vektor k oblouku v v bodé
M € .
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2.4.3 Tecna a normalova rovina ke kfivce

Abychom se nemuseli zabyvat body, ve kterych neexistuji derivace nebo je 7'(t)
nulovym vektorem, omezime se v dalsim vykladu na kiivky, které jsou oblouky.

Znédme vztah mezi bodem M = [z, yn, 2m| kiivky v a jeho polohovym
vektorem 7. Tento vztah je zprostfedkovan parametrem ¢ = t); € («, ) bodu
M. Parametr ¢,; umime ur¢it. Jsme proto schopni najit vektor 7/(¢,), ktery mtze
mit dvoji geometricky vyznam.

Vektor §=7'(t)) je smérovym vektorem tecny ke kiivce v v bodé M a mi-
zeme proto vyjadrit parametrické rovnice teény g ke kiivce v v bodé M rozepsa-
nim vektorové rovnice ¢ : 7 = 7(s) = 7(tp) + s77(tn), s € R, tecny gq.

Vektor 7 = (a,b,c) = 7'(ty) je normdlovgm vektorem roviny p, ke které je v
bodé M tecna q kolmé. Rovinu p nazyvame normadalovou rovinou krivky v v bodé
M. Obecné rovnice roviny p je ur¢ena bodem M a normalovym vektorem 7i.

Tvrzeni: Tecna q k prostorové krivce
v =1(t) = (x(t), y(t), 2(1)), t € (o, B)
ma v bodé M = [xpr, yn, 2u] € 7 parametrické rovnice

x=x(ty) + s2'(tyr) = xpr + 52/ (ty),

y=y(tm) + sy'(tm) =y + sy'(tm),
, , (2.3)
z=z(ty) + 82/ (tar) = 2m + 82/ (twr),
s € R.
Normdlovd rovina p sestrojend v bodé M = [xpr,ynr, 2m| € v k prostorové

kriwvce v ma rovnici

pi(@—an)-2'(t) + (y —yn) -y (tar) + (2 = 2m) - 2'(tr) = 0. (24)

Piiklad 2.4.3: 'V bodé M = [4,5, 11] urete rovnice tefny a normélové roviny
ke kiivce

K

yirx=ty=1+1,z=1"+2t—1,t € (0,4).

Reseni: Bodu M odpovida t); = 2. Protoze 7#(t) = (12,t> + 1,3+ 2t — 1),
plati 7/(t) = (2¢t,2t,3t* + 2) . Pak 7'(ty) = 7'(2) = (4,4, 14).

Za smérovy vektor tecny ke kiivce v v bodé M = [4,5, 11] mizeme vzit vektor
§=(2,2,7), kolinedrni s vektorem 7'(2) = (4,4, 14). Parametrické rovnice tecny
proto jsou

p:x=4+2s,y=5+2s,2=114+T7s,s € R.
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Vektor 71 = (2,2, 7), kolinearni s vektorem 7/(2), je normalovym vektorem nor-
mélové roviny ke kfivce v v bodé M = [4,5, 11]. Obecny tvar rovnice normalové
roviny ke kfivce v v bodé M = [4,5,11] je p: 2x + 2y + 7z — 93 = 0.

Cviceni 2.4.1: Urcete rovnici te¢ny a normalové roviny ke kiivce v v bodé
odpovidajicimu parametru t = .

1. ~(t) = (e'cost, e'sint, €'), ty = 0.

2. (1)

3. ~(t) = (tcosalnt, tsinalnt, bt), ty =1 (a,b jsou kladné konstanty).

a(t —sint), a(l —cost), 4asinl), to == (a > 0 je konstanta).
2 2

2.5 Tecna rovina a normala plochy

Tecna a normala plochy

Obrazek 2.5: Tecnd rovina a normala plochy.

Jak jsme ukézali v pfedchozich ¢astech textu, mize byt funkce dvou promén-
nych zaddna bud explicitné funkénim ptedpisem z = f(z,y) (pfipadné funkénimi
predpisy y = f(x,z) resp. x = f(y,2)) nebo implicitné rovnici F'(x,y,z) = 0.
Explicitni zadani z = f(x,y) funkce miZzeme velmi jednoduse pfevést na impli-
citni vyjadfeni tvaru F(z,y, z) = f(x,y) — z = 0. Na prvni pohled se ndm mize
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takovy postup jevit jako komplikovani tlohy. V dalSich ivahach si ukazeme, Ze
uloha nalezeni tec¢né roviny a normaély ke grafu funkce dvou proménnych dané
implicitné rovnici F'(z,y,z) = 0 neni obtiznd a ma nazornou geometrickou in-
terpretaci. Podminky existence funkce dvou proménnjch dané implicitné rovnici
F(z,y,z) = 0 zname rovnéz z predchozi ¢asti textu.

Uvazujme bod M = [zg, Yo, 20] spliiujici podminku F (M) = F(zo, o, 20) = 0.
Predpokladéme existenci spojitych parcidlnich derivaci F, F, F. v n&jakém okoli
O(M), které nejsou v bodé M soucasné rovny nule. Pro zjednoduseni tvah mu-
zeme vzit podminku F/(M) = F!(x¢,yo, 20) # 0. Vime, Ze za téchto predpokladii
rovnice F'(z,y,z) = 0 definuje implicitné v jistém okoli O(xg,yo) bodu [x¢, yo]
funkei f : z = f(z,y) spliujici podminku f(xg,y0) = 2¢. To mimo jiné znamena,
ze bod M je bodem grafu (S) funkce f.

Je-li v @ 7 = 7(t) = (x(t),y(t), 2(t)),t € {(«a, ), prostorova kiivka lezici na
grafu (S) a prochazejici bodem M, pak existuje interval (ay, 51) C (a, 3) takovy,
ze bodu M odpovida parametr t); € (aq, ;) a polohovy vektor 7(ty,) a pfitom
v kazdém t € (o, £1) je splnéna podminka F'(z(t),y(t), z(t)) = 0.

Derivovanim rovnice F'(x(t), y(t), z(t)) = 0 jako slozené funkce podle proménné ¢
vychazi

Fo(a(t), y(t), (1)) - 2'(t) + Fy((t), y (1), 2(1)) - /(1) + FL((t), y(2), 2(2)) - 2'(£) = 0

aprot =ty mame podminku F, (M) ' (ty)+F, (M) -y (tar) +FL(M)-2'(tnm) = 0,
kterou muzeme zapsat ve tvaru skalarniho soucinu

(Fo(M), Fy(M), F{(M)) -7 (tar) = 0.

To ale znamena, ze vektor (F,(M),F)(M),F.(M)) je kolmy k teénému vek-
toru 7’(t)) kiivky v v bodé M grafu (S). Provedeme-li tuto uvahu pro
dvé rizné kiivky 1,72 prochézejici bodem M, dojdeme k zavéru, ze vek-
tor (FL(M),F)(M),F/(M)) je v bodé M kolmy k obéma teénym vektoriim
F’l(tM),FIQ(tM) kiivek Y1, V2-
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(£ (M), Fy (M), F(M))

z

Definice 2.5.1: Je-li funkce z = f(x,y) wrcéena implicitné rovnici

F(z,y,2) =0 a bodem M = [x¢,yo, 20|, pak rovinu prochdzejici bodem M grafu
(S), kterd md normdlovy vektor i = (F,(M), F,(M), F1(M)) , nazjvime tecnou
rovinou grafu (S) v bodé M. Obecnou rovnici tecné roviny urcime napriklad
algebraickou upravou rovnice

(& = o) - Fo(M) + (y — wo) - Fy(M) + (2 = 2) - FL(M) = 0.

Primku n prochdzejici bodem M grafu (S), kterd md smérovy wvektor
§= (FL(M),F,(M),F,(M)), nazjvime normdlou grafu (S) v bodé M. Pa-
rametrické rovnice normaly proto jsou

r=x0+5 F(M),y=yo+s-Fy(M),2=2+s-F(M),s€R.

Priklad 2.5.1: Urcete rovnice tecné roviny a normaly ke grafu funkce
f:2=2%+ 2y —sinzy v bodé [z, y0] = [1,0].

Reseni: Prevedeme explicitni vyjadieni funkce f na implicitni vyjadieni
F(x,y,z) = 0, kde F(z,y,2) = 2° + xy — sinzy — 2. Najdeme bod M spliiu-
jici podminku

F(z0,v0,20) = F(1,0,20) =1—=0—8in0—z2p=1—20=0= 2, = 1.
Pak M =[1,0,1]. Vypoctem
Fi(x,y,2) =2z +y —ycoszy, F)(x,y,2) =x—zcosxy, Fi(x,y,z) = —1#0

zjistime, ze parcialni derivace prvniho fadu existuji a jsou spojité v libovolném
okoli bodu M a urc¢ime vektor

(F;(M),F;(M),FZ’(M)) =(2,0,-1).
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Te¢néa rovina p je uréena bodem M = [1,0,1] a normalovym vektorem 7 =
(2,0,—1) . Jeji obecnd rovnice je p : 20 — z — 1 = 0, a tedy te¢nd rovina je
rovnobézna s osou y. (Viz Obr. 2.6).

Normala n je uréena bodem M = [1,0, 1] a smérovym vektorem §'= (2,0, —1).
Jeji parametrické rovnice jsoun:x =1+2s,y =0,z =1—s,s € R a lezi proto
v soufadnicové roviné y = 0.

Obrazek 2.6:

CviCeni 2.5.1: Funkce z = f(z,y) je ur€ena implicitné rovnici F(z,y,z) = 0 | LE2
a bodem M. V bodé M urcete obecny tvar rovnice tecné roviny p a parametrické
rovnice normaly ke grafu funkce f.

1. 2yz—32%yz+2%° —6=0, M =[1,2, 2.
2.z =274 M =2,y 1].

3. z—y—InZ=0,M=[11,1].

2.6 Skalarni pole, gradient, smérova derivace
skalarniho pole

Skalarni pole je pojem, ktery se pouziva predevsim ve fyzikalnich souvislostech.
Naptiklad nés zajimaji tlakové ¢i teplotni poméry v bodech jistého fyzikalniho
prostfedi. V matematice pouzivame abstrakci, kterda neptihlizi ke konkrétnim
podobam vysSetfovanych objekti, ale naopak zdtraznuje spolecné obecné rysy
nékterych fyzikalnich procest.
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2.6.1 Skalarni pole

Definice 2.6.1: KaZdou redlnou funkci F : w = F(z,y,2) nazveme
skaldarnim polem, mda-li funkce F néjaky fyzikdlni vyznam. KazZdému bodu
M = [0, 90, 20] € D(F) C Ej3 je tak skaldrnim polem F' pfitazena redlnd funkéni
hodnota - skaldr.

A

Poznamka: Analogicky je rovinné skaldrni pole urceno rovnici
F:z=F(z,y).

Protoze uvazované skalarni pole je funkci ti¥i proménnych z,y,z a k tomu
jesté uvazujeme funkéni hodnotu u = F'(x,y, z), nemiZeme usporadanou ¢tvefici
[z, y, z,u] zobrazit v prostoru E3. Pouzijeme postup, ktery zname napiiklad z tu-
ristickych map, kdy nam wvrstevnice umoznuji vytvorit si predstavu o nadmotské
vysce terénu.

2.6.2 Hladiny skalarniho pole

Definice 2.6.2: Hladinou skalarnitho pole F' nazveme mnoZiny téch bodii
[z,y,2] € D(F) C Es, pro které jsou funkéni hodnoty rovny stejnému cislu
k € H(F) C R. Hladina je tedy uréena rovnici F(x,y,z) = k.

A

Obrazek 2.7: Hladiny skalarniho pole F : u = 2% + y? + 22.




2.6 Skalarni pole, gradient, smérova derivace skalarniho pole 33

Cviceni 2.6.1: Definujte hladinu rovinného skalarniho pole. %

Definuje-li rovnice G(z,y,z) = F(z,y,z) — k = 0 implicitné funkci dvou
proménnych, napiiklad f : z = f(z,y), pak je hladina F(x,y,z2) = k grafem
funkce f. Pro skalarni pole F': u = 2? 4+ y* + 2% jsou postupné pii konstantnich
funkénich hodnotach k& = 1,4, 9, 16 hladinami kulové plochy 2% 412+ 2% = r? = k

e e vy v

bod M = [2,0,0] € D(F) a F(M) = 4 = r? ur¢uje hladinu skalarnfho pole F, ve
které lezi bod M.

Cviceni 2.6.2: Urcete hladiny skalarnich poli %
1. f(z,y) = 222 + 49?,
2. flay) =5,
3. flu,y) =422 12
4 flay) =P -z,

x2 +2y2

5. g(x,y,2) =,

6. glz,y,2) = /202 + 4y* + 22,

4
x2 +y2

7.  g(z,y,z) = arcsin

2.6.3 Gradient skalarniho pole

Zvolme bod M = [z, Yo, 20] € D(F') skalarniho pole F' a uréeme funkéni hod-
notu F'(M). Rovnice F(x,y, z) = F(M) je rovnici hladiny, kterd obsahuje bod M.
Ma-li funkce F' v bodé M spojité parcialni derivace prvniho fadu, pak ma spo-
jité parcidlni derivace prvniho fadu také funkce G(z,y,2) = F(z,y,z) — F(M)
a plati, ze G, (M) = F,(M),G, (M) = F,(M),G.,(M) = F.(M). Pfedpokla-
dejme, Ze parcidlni derivace Fy (M), F, (M), F.(M) nejsou soucasné rovny nule,
napiiklad F/(M) # 0. Pak rovnice G(z,y, z) = F(z,y,2) — F(M) = 0 soucasné
definuje v okoli bodu A = [xg, yo] implicitné néjakou funkci f dvou proménnych
a vektor (F,(M), F, (M), F.(M)) je normalovym vektorem tecné roviny ke grafu
funkce f v bodé M. Protoze ma vektor (F, (M), F, (M), F,(M)) v teorii skaldrniho
pole i jiné vyznamy, mé samostatny nazev a nazyvame jej gradientem (funkce)
skalarniho pole F' v bodé M.




34 Funkce dvou a vice proménnych

Definice 2.6.3: Md-li skaldrni pole F v oteviené mnoZiné K C D(F) C E;
spojiteé parcidalni derivace pruniho vadu, pak vektor

grad F(z,y,2) = (F(X), Fy(X), F1(X))

nazyvame gradientem skaldarniho pole I v bodé X = [z,y, 2] oblasti K.
A

Poznamka: Pro gradient rovinného skalarniho pole F' muzeme ob-
dobné psat
grad F(z,y) = (Fy(z,y), F,(x,9)) .

Kazdému bodu oblasti K je pfifazen vektor gradientu a jsme schopni geome-
tricky znazornit gradientni pole skalarniho pole F. Zobrazime-li v gradientnim
poli hladinu skalarniho pole (Obr. 2.8), pak vektory gradientti odpovidajici bo-
dim hladiny jsou k hladindm ”kolmé”.

Skalarni pole F: u=(x"2 + y"2 + 2°2)"(1/2) a ¢asti hladin Skalarni pole F: u = x*x-y*y + z*z a ¢asti hladin k=-2, k=2

Obrazek 2.8: Vlevo F :u = /22 +y2 + 22, vpravo F : u = 2% — y* + 2%

Pfiklad 2.6.1: Urcete tihel gradientt funkci f(x,y,z) = 2¥ + y*2
ag(w,y,z) =2 +cosyz vbodé A=[1,1,0].

Reseni: Pro X = [1,y, 2] je

grad f(X) = (yz¥", 2¥Inz + 2yz, y°),
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x2’

1
grad g(X) = <—i —zsinyz, — — ysinyz) .
x
V bodé A pak plati
grad f(A4) = (1,0,1), grad g(4) = (0,0,1)

a muzeme vypocitat

grad f(A) - grad g(A) 1 V2
cosp = ===

|lgrad f(A)]] - [lgrad g(A)I| V2

Proto je hledany tihel
T
v = 1

2.6.4 Smeérova derivace skalarniho pole

hladina F(x,y, z) = F(x(1), y(1), (1)) = u(f)

grad F (M )

hladina F(x, y,z) = F(M)

Obrazek 2.9: Gradient a smérovy vektor primky p.

Predpokladejme, ze skalarni pole F' méa spojité parcialni derivace prvniho fadu
v oteviené mnoziné K C D(F) C E3. Bod M = [x¢,yo, 20] € K je bodem hla-
diny F(z,y,z) = F(M) skalarniho pole F. Zvolime si (nebo je dan) smér s # 0,




36 Funkce dvou a vice proménnych

ktery budeme chépat jako smérovy vektor pfimky p = [M, s | prochézejici bo-
dem M. Smérovym vektorem piimky p mize ovSsem byt kazdy vektor kolinearni
s vektorem §. Z divodu jednoznac¢nosti tlohy, kterou chceme formulovat, vektor
S normujeme. To znamena, ze poc¢itame nadéle se smérovym vektorem

—

—

S
So = (31752783) = ﬁ

a piimkou p = [M, 8 |. Vektorova rovnice pfimky p je
p:7=7(t) = (2(t),y(t), 2(t)) = (zo + ts1, Yo + ts2, %0 + ts3), L € R

ar'(t) = Sy # 0 (Obr. 2.9). Vektor ™y = (zo,%0,20) = 7(0) je polohovym
vektorem bodu M, ktery méa stejné souradnice jako bod M. Proto miizeme psat
F(M) = F(ry) = F(r(0)). Vektor 7x = 7y + t5p je pro pevné ¢ polohovym
vektorem bodu X piimky p a skaldrni pole u = F(z,y,z) nabyvd v bodé X
hodnoty

u(t) = F(xz(t),y(t), z(t)) = F(xo + ts1,yo + tSa, 20 + ts3) = F(X),

pfitom u(0) = F(M). V bodech hladiny se funkéni hodnoty u skalarniho pole
nemeéni a rychlost zmény funkéni hodnoty je proto nulova. V obecné zvoleném
sméru Sy piimky p je rychlost zmény hodnot skalarniho pole F' rychlosti zmény
hodnot funkce u(t), takze mtzeme pocitat

u'(t) = F(a(t), y(t), 2(0)2'(t)+ Fy (2(t), y(1), 2(1))y' () + Fo(2(t), y(1), 2(1)) 2 (t) =
= grad F(z(t),y(t),z(t)) - 7' (t) = grad F(xg + ts1,yo + tS2, 20 + £53) - S0,

protoze vSechny potfebné derivace a parcialni derivace existuji. Bodu M odpovida
hodnota parametru ¢ = 0, proto je rychlost zmény skalarniho pole F' v bodé M
ve sméru 3y ¢islo

u'(0) = grad F(xo,yo,20) - So = grad F(M) - 5,

tj. skalarni soucin gradientu skalarniho pole F' v bodé M se smérovym vektorem
So. Na druhé strané mizeme tuto derivaci funkce u(t) v bodé t = 0 vyjadfit podle
defini¢niho vztahu pro derivaci funkce jedné proménné jako limitu

t) — F(X)—-F(M
(0) — fim MO O PO = FOM)
t—0 t t—0 t
o P = P(y) _ F(fa + t50) = F(i)
t—0 t t—0 t

a limita zavisi na polohovém vektoru bodu M (tudiz na bodu M) a na smérovém
vektoru sp. Mtzeme proto formulovat nasledujici definici a tvrzeni potiebné pro
pocitani uloh.
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Definice 2.6.4: Je-li A vnitini bod definicniho oboru D(F) C Es skaldrniho
pole F' a existuje-li konecna limita
F(7y +t8y) — F(Ty)

t Y

/ N 1:
F(M780) _1%

pak ji nazyvame derivact skalarnitho pole F v bodé M ve sméru jednotko-
veho vektoru 5y € V(Es).

JAN
V matematické literatute se casto smérova derivace oznacuje také symboly
OF (M)
. FL(M).
65»0 so( )

Tvrzeni: M4a-li skalarni pole F' v oteviené mnoziné K C D(F) C Es spojité
parcidlni derivace prvniho fadu, pak lze vyjadiit smérovou derivaci F’(M, ;)
v bodé M € K vztahem

F'(M,5) = grad F(M) - 5. (2.5)

Poznamka: Uvedeny vztah plati i pro rovinné skalarni pole.
Cviceni 2.6.3: Resené piiklady:

Piiklad 1. Urcete derivaci funkce f(z,y) = (2*+y?)-cos? x v bodé M = [0, 5]
ve sméru vektoru sy, kde 5= (1, —1).

AN

Resent: Vypocitame gradient
grad f(z.y) = (fi(x.), fi(w,y)) = (2 cos?a — (a® + y?)sin 2z, 2ycos’z),
grad f(M) = (0, ).
Normovanim vektoru s dostaneme vektor

—

S

(=)

Hledana smeérova derivace je

F'(M, 5) = grad F(M) -8 = —(0,7) - (1, -1) = ——— = - YT,

1
V2




N [

38 Funkce dvou a vice proménnych

Piiklad 2. Urcete derivaci funkce f(x,y,2) = % v bodé A = [1,2,2]

1‘2+y2+22
ve sméru vektoru Sy, kde §= AB a B = [2,2,3].

Reseni: Uvedeme potfebné mezivypocty.
2

(PP 21y 2x2
gad [y ) =\ 2 @ a2 @it aR)

1 -

grad f(A) = 8—1(7z — 45 — 4k),

§=AB=i+Fk |5 =V2,
af(A) 1 1 - - V2
= df(A)-50=—(7i — 45 — 4k) - — k)= —.

o5, = erad f(A) -5 g1~ 4 —4k) (4 k) =5
‘% Cvideni 2.6.4:
1. Vypoctéte derivaci funkce f(z,y,2) = ————— v bodé A = [2,2,1]

ve sméru jednotkového vektoru, jehoz smérové uhly (tj. hly se souradni-
covymi osami) jsou postupné 7, %, %.

(Navod: vyjadtete vektor 5y = (cos a, cos 3, cosy) pomoci smérovych kosini thlua
se soufadnicovymi osami.)

2. Urcete derivaci funkce f(x,y, z) = 2¥* v bodé A = [e, 1, 1] ve sméru vektoru
S0, kde § = AB, prfi¢emz B = [e, 4, 5].
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2.7 Kontrolni otazky

Kdy fekneme, ze ma funkce f v bodé A lokalni maximum a kdy hovorime
o ostrém lokalnim maximu?

Co jsou stacionarni body funkce z = f(z,y)? MuZe nastat lokalni extrém
i v jinych bodech nez stacionarnich?

Uvedte postacujici podminky pro existenci lokdlniho minima funkce
z = f(z,y) v bodé A.

Kdy fekneme, Ze je rovnici F'(x,y) = 0 a bodem A implicitné urcené funkce
y = f(x)? Uvedte vétu o existenci takové funkce.

Odvodte vztah pro vypocet derivace v bodé xy funkce f urcené implicitné
rovnici F(x,y) = 0 a bodem M = [z, yo].

Uvedte vétu o existenci funkce z = f(z,y) urcené implicitné rovnici
F(z,y,z) = 0 a bodem M = [z, Yo, z0]. Odvodte vztahy pro vypocet par-
cidlnich derivaci takové funkce.

Co nazyvame absolutnimi extrémy funkce f na uzaviené oblasti D? Co
zarucuje jejich existenci?

Co rozumime vazanymi extrémy funkce f s jednou vazebni podminkou?

Popiste postup pii hledani absolutnich extrémi funkce f s jednou vazebni
podminkou na uzaviené oblasti.

Co nazyvame obloukem v 7
Odvodte tecny vektor k prostorové kiivce.
Uvedte rovnice teény a normélové roviny k prostorové kiivce v bodé M.

Odvodte normélovy vektor ke grafu funkce z = f(z,y) zadané implicitné
rovnici F(z,y,z) = 0 v bodé M. ZapiSte rovnice tecné roviny a normadly
v tomto bodé.

Co je to hladina skaldrniho pole?

Jak se urc¢i gradient skaldrniho pole a jakou ma vlastnost vzhledem k hla-
dindm?

Jak se definuje derivace skalarniho pole F' v bodé M ve sméru vektoru 5y
a jak ji lze vypocitat uzitim gradientu?
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2.8 Vysledky cviceni, test ke zpracovani

Cvicdeni 2.1.1

1. [-1,2] extrém nenastéva, [0,0] lokdlni minimum, [—1,—2] lokdlni maxi-
mum, [—2,0] lokalni maximum

2. [0,0] lokalni minimum, [—4, —2| extrém nenastava

3. [1,1] extrém nenastava

Cvideni 2.2.1

L) =4 f1(0) = -2

2. a) yY'= —ﬁ a soucasné x2 + xy + > — 3 =0,
b) Y= (14&;1%3 a soucasné xr +y = "V,

3. 2y —3r+4=0 je teCna, 2x + 3y — 7 = 0 je normala.

Cvideni 2.2.2

L fA) =6, fi(4) =4

2 Zg,v<xay) - xiz’ Z;(l’,y) y(;Jrz)'
x2y2 2
3 Zglv/y(‘ra y) = 2z221

Cviceni 2.3.1

1. absolutni maximum v bodech A = [0,2], B = [2,0]; absolutni minimum
v bodé C = [0, 0].

2. absolutni maximum v bodech [0, 1], [0, —1], [1,0],[—1,0]; absolutni mini-
mum v bodé [0, 0].

3. absolutni maximum v bodech [—2,4], [2,4]; absolutni minimum v bodé
0,0).

Cviceni 2.4.1
lL.p:x=1+t, y=t, 2=14+t, teR, p:x4+y+2z—2=0.

2. prr=a(f—1)+t, y=a+t, z=2v2a+ 2t t €R,
prr+y+v2z—ad+%)=0.
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3.pix=1+t, y=at, z=0(1+1t), teR, p:x+ay+bz— (1+0*)=0.

Cvideni 2.5.1

p:lle+5y —42—-23=0
pro=1+11t, y=2+5t, z=—1—4t, teR.

prx+y—4z=0
prx=2+t y=2+4+t z=1—4t, t e R.

3. prx+y—22=0
prrx=14+t, y=1+t, 2=1-2t, t € R.

Cviceni 2.6.2
1. elipsy o rovnicich 222 + 4y? = C,
2. kruznice (z — C)* + y* = C?,
3. kruznice 22 +y? =4 — C?, C € (0,2),
4. paraboly o rovnicich y? = x + C?,
5. eliptické paraboly 2% + 2y% = Cz,
6. trojosé elipsoidy 222 + 4y? + 22 = C?,

7. kuzelové plochy o rovnicich z = /22 + y? - sin C..

Cvideni 2.6.4

1. 8o = (cosa,cos 3, cos7y) = (cos%,cos%,cos%) = (

FE(A) = —H(V2+49).
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Jméno a piijmeni:

Test 2

Adresa:
E-mail:
Telefon:
1. Urcete lokdlni extrémy funkci f : z = f(x,y), je-li:

. Uréete thel gradienti skaldrniho pole uréeného funkei z(x,y) = arcsin -

a) z =13 + zy* — 2xy — 8,
b)z=In§ +2Iny+In(12 -z —y),
c) z = 23 (82 — 6xy + 3y?).

. Urcete tecnu a normdlu ke kartézskému grafu funkce dané implicitné rovnici

a bodem A, je-li:
a) zy +lny—1=0, A=[1;1],
b) cosxy = = + 2y, A = [1;0].
Urcete tecnou rovinu a normdlu v bodé A = [2;2; 1] plochy urcené implicitné

rovnict

2% +2F —8=0.

. Urcete tecnou rovinu ke kartézskému grafu funkce dané implicitné rovnici

322 + 2% + 22 — 21 = 0, kterd je rovnobéind s rovinou p : 6x + 4y + 2z = 0.

. Naleznéte vazané extrémy funkci pri danych podminkdch:

a) f:z=zy—x+y—1, podminka z+y=1,
b) f:z=a?+2y* podminka 22 — 2x + 2y* + 4y = 0.
xiy
v bodech A = [1;1], B = [3;4].
Vypoctéte derivaci funkce f(x,y, z) = 323 — 4y® + 22* v bodé My = [2;2;1]
ve sméru vektoru 8y, je-li §= MM, kde M = [5;4;6].

Tabulka hodnoceni

. a

lb|l.c|2a|2b|3. |4 |5 a|bb|6. |7 by

4 4 2 2 1414 4 4 | 44| body

Opravil:




Rejstrik

derivace ve sméru, 37

extrémy funkce
vazané, 20

funkce
absolutni extrémy, 18
lokalni extrémy, 7
lokélni maximum, 10
lok&lni minimum, 10
stacionarni body, 8

implicitni funkce, 12
dvou proménnych, 16
jedné proménné, 12

prostorova kiivka, 24
normalova rovina, 28
tecna, 28

skalarni pole, 33
gradient, 35
hladiny, 33
smeérova derivace, 37
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